
le compte de rebonds
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² Le petit objet est (sagement) immobile, µa une distance inconnue du mur, sa masse est m

² Le gros objet arrive (m¶echamment) perpendiculairement au mur, µa une vitesse inconnue
¡!
V, il est

initialement µa une distance inconnue du mur, sa masse est M

² Le petit objet (se venge) et aprµes un rebond sur le mur, il va percuter le gros

² .....

On a comme donn¶ees : n est l'entier 10 et M=(10n)2£ m
On veut prouver que le nombre total (exact!) de rebonds est 31415926535
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Le compte des rebonds

Cette partie solution comporte :

² une partie de pr¶eliminaires

² deux parties de d¶ecoupages en sous questions

{ l'une g¶eom¶etrique

{ l'autre dans l'esprit de l'algµebre lin¶eaire

² une solution \purement g¶eom¶etrique" (r¶epondant aux questions de la partie g¶eom¶etrique)

² une solution par l'algµebre lin¶eaire (r¶epondant aux questions de la partie lin¶eaire)

² une v¶eri¯cation (Maple) par puissances de matrices

² une hypoth¶etique preuve d'impossibilit¶e informatique

² une hypoth¶etique preuve d'impossibilit¶e physique
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Pr¶eliminaires

Origine du problµeme

L'id¶ee d'origine m'a ¶et¶e transmise depuis l'Ecosse par P.Charollois qui y faisait un stage, il
s'agissait alors de la version \algµebre lin¶eaire"

Comme l'irruption de ¼ dans un tel ¶enonc¶e ¶etait trµes intrigante, j'ai utilis¶e les grands moyens
: 1K de papier brouillon + 1M d'heures de r¶e°¶exion jusqu'µa comprendre l'apparition de l'ellipse, du
cercle, des angles

Pr¶esuppositions pour le compte de rebonds

² Tous les rebonds (entres les objets) sont suppos¶es parfaitement ¶elastiques : il y a conservation
de l'¶energie cin¶etique et de la quantit¶e de mouvement

² Les rebonds entre le mur et le petit objet se font avec conservation de l'¶energie cin¶etique (pas
d¶energie absorb¶ee par le mur)

² Les centres des objets sont situ¶es sur une perpendiculaire au mur (sans d¶eviations)

² Le module de la vitesse initiale inconnue jj¡!V jj est suppos¶e être su±semment petit pour que
l'on ait pas µa tenir compte de corrections relativistes
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le compte de rebonds : version g¶eom¶etrie

On a comme hypothµeses : n est un entier et M=(10n)2m, on notera N=(10n) et K=N2

On veut calculer le nombre (exact!) de rebonds

A Un lemme g¶eom¶etrique

Les deux questions qui suivent prouvent le même r¶esultat qui servira dans l'¶etude des rebonds

1 version g¶eom¶etrie pure

Sur un cercle de centre O et de rayon non nul, on considµere trois points A,B,M, M di®¶erent
de A et de B. Prouver que l'angle entre OA et OB est double de l'angle entre MA et MB. La
formulation volontairement impr¶ecise pr¶ec¶edente est lµa pour vous amener µa bien pr¶eciser de quels
types d'angles vous parlez ici

2 version g¶eom¶etrie calcul¶ee

a,b,m sont trois complexes de module 1, m distinct de a et b. On suppose que b=ua et que
m¡b
jm¡bj

= v m¡a
jm¡aj

. Comparez u et v

B La mise en ¶equations

Toutes les vitesses ¶etant sur le même axe on va se dispenser des ¡!v et autres et ne noter que
leurs mesures alg¶ebriques sur l'axe Ox que vous devinez (du mur vers la droite)

A l'instant 0 (avant le premier choc) les vitesses sont v0 = 0 et V0 = ¡V, aprµes le premier
choc les vitesses vont être v1 =? et V1 =?, puis aprµes le premier rebond petite-masse-mur, les
vitesses sont v2 = ¡v1 et V2 = V1

Aprµes le choc num¶ero 2n-1 les vitesses seront v2n¡1 =? et V2n¡1 =?, puis aprµes le rebond
petite-masse-mur, les vitesses sont v2n = ¡v2n¡1 et V2n = V2n¡1
1 Traduction des lois physiques

Exprimer les deux quantit¶es qui se conservent, avant et aprµes le choc 2n+1

2 Traduction g¶eom¶etrique

On note Mk le point de coordonn¶ees (Vk; vk)

a Montrer que la conservation de l'¶energie cin¶etique avant-aprµes le choc 2n+1 s'exprime au
moyen de l'appartenace de Mk µa une cônique ¡ ¯xe. Repr¶esenter g¶eom¶etriquement cette cônique
(surtout pas en axes orthonorm¶es!) et placer le point de d¶epart M0

b Indiquer comment M2n+2 se d¶eduit de M2n+1

c Montrer que la conservation de la quantit¶e de mouvement avant-aprµes le choc 2n+1 s'exprime
au moyen de l'appartenance des points M2k et M2k+1 µa une droite dont on pr¶ecisera la pente

3 Re-traduction g¶eom¶etrique

Pour pouvoir exploiter les propri¶et¶es des angles et des cercles, on fait un changement de
repµere : au lieu de placer Vk en abcisse on mettra Xk =

p
MVk et de même on remplace les vk des

ordonn¶ees par des Yk =
p
mvk. Le point Mk est donc remplac¶e par Nk de composantes (Xk;Yk)

a que devient la cônique ¡?

b que deviennent les r¶esultats de la question pr¶ec¶edente ?

c dessiner soigneusement sur un cercle de rayon 10cm une douzaine des points Nk en utilisant
les remarques faites µa la question pr¶ec¶edente (on remplacera la pente ridicule des s¶ecantes par
une pente dessinable)

4 Exploitation de la g¶eom¶etrie

a utilisez le pr¶eliminaire pour d¶ecrire par des angles les positions des points N2k et N2k+1
Aprµes le choc n o 2k il y a 3 suite possibles pour les ¶ev¶enements : dans les phrases qui

viennent m est un raccourci pour \l'objet de masse m", etc
² m repart en arriµere plus vite que M en valeur absolue, et il y aura encore au moins un choc
m-M
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² m repart en arriµere moins vite que M en valeur absolue, et il n'y aura plus choc m-M

² m continue vers l'avant (moins vite que M en valeur absolue) et il n'y aura plus choc m-M

Pour pr¶eciser ces ¶evµenements, on place sur le \grand cercle de la question pr¶ec¶edente" des
points A et B de part et d'autre du point − du cercle (c'est µa dire − = (X = 10cm;Y = 0))

distants de ce point d'un angle ¶egal µa 2arctan(
q
m
M
). On nomme A celui d'ordonn¶ee positive, on

nomme aussi C le point du cercle qui est milieu de l'arc −A en¯n O le centre de ce cercle

b prouver que OC est orthogonal aux segments N2kN2k+1
c selon la position de N2k par rapport µa A et µa C, d¶ecrire la suite des ¶evµenements

d quel cas (trµes particulier) a ¶et¶e omis?

5 Trois cas particuliers

On garde les notations du pr¶eambule et de la question 4
Donner les exemples de n et k, n' et k', n" et k" donnant lieu aux trois situations pr¶ec¶edentes
Si vous n'arrivez pas µa expliciter ces entiers, vous pouvez vous contenter de d¶ecrire quels

calculs il aurait fallu faire pour les trouver

6 Le cas de n=10

Qu'avez-vous µa faire pour savoir combien il y a de chocs?
Selon les possibilit¶es de votre calculette, faites le
Indication : votre calculette ne peut pas
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le compte de rebonds : version lin¶eaire

On a une donn¶ee : M=(10n)2m, on notera N=(10n) et K=N2

On veut calculer le nombre (exact!) de rebonds

C la mise en ¶equations

Toutes les vitesses ¶etant sur le même axe on va se dispenser des ¡!v et autres et ne noter que
leurs mesures alg¶ebriques sur l'axe Ox que vous devinez (du mur vers la droite)

A l'instant 0 (avant le premier choc) les vitesses sont v0 = 0 et V0 = ¡V, aprµes le premier
choc les vitesses vont être v1 =? et V1 =?, puis aprµes le premier rebond petite-masse-mur, les
vitesses sont v2 = ¡v1 et V2 = V1

Aprµes le choc num¶ero 2n-1 les vitesses seront v2n¡1 =? et V2n¡1 =?, puis aprµes le rebond
petite-masse-mur, les vitesses sont v2n = ¡v2n¡1 et V2n = V2n¡1
1 traduction des lois physiques

exprimer les deux quantit¶es qui se conservent, avant et aprµes le choc 2n+1

2 traduction matricielle

On note Xk la colonne
µ
vk
Vk

¶

a V¶eri¯er alors que la conservation avant-aprµes le choc 2n+1 s'exprime au moyen d'une formule

GX2n+1 = DX2n

oµu G et D sont deux matrices ¯xes ne faisant intervenir que K

b Calculer X2n+1 puis X2n+2 en fonction de X2n : on trouvera X2n+2 = CX2n avec une matrice
C ind¶ependante de n

3 transformation trigonom¶etrique

On note µ=arctan(N), re-calculer les termes de la matrice C en fonction de µ

R¶esum¶e des ¶etapes pr¶ec¶edentes : les ¶evolutions des vitesses des objets sont

r¶egies par les puissances de la matrice
µ¡cos(2µ) ¡2sin2(µ)
2cos2(µ) ¡cos(2µ)

¶

D Calcul des puissances de la matrice

µ est la variable naturelle, mais on suivra mieux les calculs avec ®=arctan( 1
N
), et on commence

donc par

1 recopiage

r¶e-¶ecrire la matrice C en fonction de ®

2 recherche des ¶el¶ements propres

a calculer Z(¸)=det(C-¸I) oµu I est la matrice unit¶e

b d¶eterminer les racines de Z

c pour chacune des racines r,r' de Z, d¶eterminer un vecteur U,U' non nul tel que C U = r U et
C U'=r'U'

On note P la matrice de colonnes U,U'

d calculer C P puis D=P¡1CP (on v¶eri¯era que D est une matrice diagonale)

3 calcul de Cn

a calculer C en fonction de D

b calculer Cn en fonction de Dn

c calculer Cn
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d calculer Xn

E Calcul du nombre de chocs

1 aprµes combien de chocs le mouvement de M se retourne-t-il ?

2 µa quelle condition concernant vn et Vn n'a-t-on plus de choc?

3a en int¶egrant une in¶egalit¶e simple, prouver que pour tout x positif :

x¡ x3

3
· arctan(x) · x

b calculer le nombre total de chocs

F Simulation

1 initialisations

a num¶eriques

donner une valeur µa n, en tirer N et K
b matricielles

¶ecrire C en fonction de K, et la colonne des vitesses de d¶epart
c fonctionelles

¶ecrire une fonction de calcul (dichotomique!!!) de Cp

2 exp¶erimentations

essayer des valeurs de p jusqu'µa avoir la composante V qui d¶epasse la composante v; en
fonction du signe de v au choc pr¶ec¶edent conclure au nombre exact de chocs pour ce n

3 limitations

¶enoncer les contraintes physiques µa satisfaire pour pouvoir r¶ealiser l'exp¶erience (que ce soit
en vrai ou en simulation sur un ¶ecran)

pour n=10 il y a 31415926535 chocs
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le compte de rebonds : version g¶eom¶etrie

G Un lemme g¶eom¶etrique

1 version g¶eom¶etrie pure

b

a

b

a

O

B

A

M’

M
L'angle dMAM0 est droit : a+b = 2, l'angle dAOM0 vaut
¼- 2 b, c'est µa dire 2a
De même l'angle dM0OB est double de dM0MB et c'est la
relation de Chasles qui donne dAOB=2 dAMB. Les angles
comme dAMB sont des angles de droites donc modulo ¼,
tandis que dAOB est modulo 2¼: on voit (un peu) cela

quand A et B sont du côt¶e Nord de la ¯gure, dAOB est
strictement sup¶erieur µa ¼... c'est bien modulo 2¼

2 version g¶eom¶etrie calcul¶ee

je choisis des r¶eels ®,¯,¹tels que a = ei®; b = ei¯;m = ei¹ si bien que u = ei(¯¡®) et on veut
comparer les directions de m-b et m-a : µa chaque fois on utilise \l'astuce de la bissectrice" m¡b =

ei¹¡ ei¯ = ei¹+ei(¯+¼) = ei
¹+¯+¼

2 (un reel) et de la même fa»con m¡a = ei¹¡ ei® = ei
¹+®+¼

2 (un reel)
Donc le complexe v de module 1 qui fait passer de la direction de m-a µa celle de m-b est

§ei¯¡®2 , le § d¶ependant des signes des r¶eels mis en facteur, dans les deux cas v2 = ei(¯¡®) = u
On peut voir dans ces caclculs tous les ingr¶edients du dessin pr¶ec¶edent : l'angle droit c'est

le ei
¼
2 qui est apparu, le carr¶e de v qui donne u contient toute la di®¶erence entre entre angle de

droites et angles de demi-droites

H La mise en ¶equations

1 Traduction des lois physiques

Les chocs impairs sont entre m et M, on a les deux conservations :
² ¶energie cin¶etique £2 : mv22k +MV22k = mv22k+1 +MV22k+1

² quantit¶e de mouvement : mv2k +MV2k = mv2k+1 +MV2k+1

2 Traduction g¶eom¶etrique

a le point Mk = (Vk; vk) est toujours sur l'ellipse Mx2 +my2 = C = MV2 (condition initiale),
le point M0 est (-V,0) c'est le sommet gauche de l'ellipse, sur Ox

On utilise alors M=N2m (notations du d¶ebut de l'¶enonc¶e) pour r¶e¶ecrire l'¶equation de

l'ellipse : x
2

m
+ y2

M
= MV2

mM
sous la forme x2 + y2

N2
= V2

b le rebond sur le mur fait passer du point (Vk; vk) µa (Vk;¡vk), c'est la sym¶etrie autour de
l'axe des V

c M2k et M2k+1 sont sur une droite m v + M V = Ck : avoir deux points align¶es n'est pas un
exploit m¶emorable, mais si! ici si : si celle-ci varie sa direction est ¯xe, ce qui provoquera les dents
de si du dessin

3 Re-traduction g¶eom¶etrique

a Quand on reporte X =
p
Mx et Y =

p
my dans Mx2+my2 = C = MV2 on obtient X2+Y2 = D

: c'est un cercle

b le point de d¶epart ¶etait le sommet gauche de l'ellipse, il est maintenant le sommet gauche du
cercle, les rebonds avec le mur qui changeaient v en -v changent Y en -Y, les droites de direction
¯xe restent des droites et le changement de repµere ayant ¶et¶e unique leur parall¶elisme perdure
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c Le point le plus µa gauche d¶ecrit l'¶etat avant le premier choc : M va µa la vitesse -V et m µa la
vitesse 0

le premier point de la partie Sud de l'image indique la paire de vitesses constantes avant
le premier choc m-mur : la vitesse de M est rest¶ee grande, n¶egative, celle de m est n¶egative

le premier point de la partie Nord de l'image indique la paire de vitesses constantes entre
le premier choc m-mur et le second choc m-M : la vitesse de M est rest¶ee grande, n¶egative, celle
de m est positive (oppos¶ee de la pr¶ec¶edente)

les droites joignant les M2k aux M2k+1 ont toutes la même pente (voir les six si)
les droites joignant les M2k+1 aux M2k+2 sont toutes verticales

4 Exploitation de la g¶eom¶etrie

 bM 2

 bM 1

 Bb 2

 Bb 1

vitesse b

vitesse BD

a Les angles M2k+1OM2k+3 sont des angles au centre associ¶es aux angles inscrits ¶egaux µ =
M2k+1M2k+2M2k+3 ils sont donc ¶egaux et ils valent tous 2µ = M0M1M2 : pour atteindere le point
M2k+1 on a tourn¶e de 2k + 2µ µa partir de M0

tout cela aura lieu tant que les hypthµeses de choc pr¶ec¶edentes ont lieu
Si on prend n=0 (on a donc m=M) il y a 3 chocs et on ¯nit avec m revenue (immobile)

au point initial et M qui s'en retourne (coome si c'est elle qui avait heurt¶e le mur)
Le 3 que l'on a dans ce cas c'est la partie entiµere de ¼ !

b

Z
CO
A

L'angle dZOC est µ , OC a donc la direction orthogonale
aux N2kN2k+1 : c'est la droite en biais du dessin voisin,
c'est la pente des biais de l'image \zig-zag"

c Tout comme les N2k+1 tournent de 2µ au Sud, nos N2k tournent de 2µ au Nord (rappel :

µ=arctan(
q
m
M
))

Si donc N2k est sur l'arc
² N0A la droite dans la direction des N2kN2k+1 va rencontrer le Sud du cercle : la petite masse
repart vers la gauche

² AC notre même droite recontre le cercle entre C et Z : aprµes avoir heurt¶e M, m continue comme
dans le cas d'un \coul¶e" au billard (mais elle continue moins vite)

² CZ la parallµelle ne rencontre pas le cercle (ou alors en remontant le temps) : il n'y aura plus
de choc
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d Si N2k=C notre s¶ecante devient la tangente au cercle, les deux masses se suivent µa la même
vitesse

5 Trois cas particuliers

On a
q
m
M

= 10¡n, µ = arctan(10¡n). Les points N0;N2; :::N2k se suivent sur le demi cercle

Nord en tournant de 2µ µa chaque fois. Le point A du dessin c'est ¼-2µ, et C c'est ¼-µ.
Le premier cas c'est 2kµ < ¼ ¡ 2µ : les rebonds vont continuer
Le second cas c'est ¼ ¡ 2µ < 2kµ < ¼ ¡ µ : il y aura encore 1 rebond (sur le mur)
Le troisiµeme cas c'est ¼ ¡ µ < 2kµ < ¼ : ¯ni
Le premier cas c'est 2k + 2 < ¼

µ
, le second 2k + 1 < ¼

µ
< 2k + 2, le dernier 2k < ¼

µ
< 2k + 1

: quand la partie entiµere de ¼
µ
est un entier impair on est dans la situation 2 et on aura encore un

choc, quand elle est paire c'est ¯ni
Quelle est la valeur de la partie entiµere de ¼

µ
: µ = arctan(10¡n c'est donc plus petit (de

trµes peu) que 10¡n et ¼
µ
est don sup¶erieur µa ¼ £ 10n (et c'en est trµes proche)

Les exemples demand¶es sont
(n=1,k=7) : »ca va continuer de rebondir
(n=1,k=30) : encore un
(n=2,k=314) : il n'y aura plus de rebonds
Si on y tiens : majorons la di®¶erence entre arctan(µ) et µ : on part de 1 ¡ t4 < 1 on en

tire 1¡ t2 < 1
1+t2

< 1 on intµegre de 0 µa x pour avoir : x¡ x3

3
< arctan(x) < x d'oµu (pour 10¡10 :

jarctan(x)¡ xj < 10¡30

3
: d'¶eventuelles erreurs d'arrondis pourront gêner plus que cette di®¶erence

6 Le cas de n=10

Pour les petites valeurs de n, aucune des d¶ecimales de ¼ n'est nulle, au lieu de diviser par
arctan(x) on divise par x, la partie entiµere sera la même (pour n=10 on a fait une erreur inf¶erieure
µa 1E-30 et la d¶ecimale suivante de ¼ ¶etait non nulle) : notre r¶eponse est donc constitu¶ee de l'entier
qui s'¶ecrit avec les n+1 premiers chi®res de ¼
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le compte de rebonds

A la mise en ¶equations

1 traduction des lois physiques

la conservation de l'¶energie cin¶etique : (CEC) 1
2
mv22n +

1
2
MV22n =

1
2
mv22n+1 +

1
2
MV22n+1

la conservation de la quantit¶e de mouvement : (CQM) mv2n +MV2n = mv2n+1 +MV2n+1
2 traduction matricielle

a (CEC) dit m(v22n ¡ v22n+1) = M(V22n+1 ¡ V22n) et (CQM) se r¶e¶ecrit : m(v2n ¡ v2n+1) =
M(V2n+1 ¡ V2n) . Les deux fois on remplace M par Km pour avoir

v22n ¡ v22n+1 = K(V22n+1 ¡ V22n)

et
v2n ¡ v2n+1 = K(V2n+1 ¡ V2n)

Comme on suppose les masses non nulles, les vitesses changent µa chaque fois (tant qu'il
y a des chocs) et on peut diviser ces deux relations pour avoir : v2n + v2n+1 = V2n+1 +V2n

On fait alors passer dans un même membre tout les ?2n+1 : KV2n+1+v2n+1 = KV2n+v2n
et ¡V2n + v2n = V2n+1 ¡ v2n+1 ou encore

µ
1 K
1 ¡1

¶µ
v2n+1
V2n+1

¶
=
µ

1 K
¡1 1

¶µ
v2n
V2n

¶

b On en tire X2n+1 = G¡1DX2n soit

X2n+1 =
¡1

1 + K

µ¡1 ¡K
¡1 1

¶µ
1 K
¡1 1

¶µ
v2n
V2n

¶

d'oµu µ
v2n+1
V2n+1

¶
=

1

1 + K

µ
1¡K 2K
2 K¡ 1

¶µ
v2n
V2n

¶

Maintenant X2n+2 se d¶eduit de X2n+1 en rempla»cant v2n+1 par son oppos¶e : il n'y a donc
qu'µa remplacer la premiµere ligne de la matrice par son oppos¶e :

µ
v2n+2
V2n+2

¶
=

1

1 + K

µ
K¡ 1 ¡2K
2 K¡ 1

¶µ
v2n
V2n

¶

3 transformation trigonom¶etrique

Comme K=N2, on a K=tan2(µ) et on reporte dans la matrice

C =
1

1 + tan2(µ)

µ¡1 + tan2(µ) ¡2tan2(µ)
2 tan2(µ)¡ 1

¶

on remplace \1¡t
2

1+t2
" par cos(2µ), \ 1

1+t2
" par cos2(µ), \ 2t2

1+t2
" par 2sin2(µ) et on obtient C =µ¡cos(2µ) ¡2sin2(µ)

2cos2(µ) ¡cos(2µ)
¶

B Calcul des puissances de la matrice

1 recopiage

on a arctan(N)+arctan( 1
N
)=¼/2, d'oµu µ=¼/2 - ® , que l'on reporte pour avoir C =µ

cos(2®) ¡2cos2(®)
2sin2(®) cos(2®)

¶
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2 recherche des ¶el¶ements propres

a Z(¸)=det(
µ
cos(2®)¡ ¸ ¡2cos2(®)
2sin2(®) cos(2®)¡ ¸

¶
) = ¸2 ¡ 2¸cos(2®) + 1

b les racines de Z sont r=e2i® et r'=e¡2i®

c pour r on veut un vecteur U non nul tel que (C-r) U = 0 , soit
µ
cos(2®)¡ e2i® ¡2cos2(®)

2sin2(®) cos(2®)¡ e2i®

¶µ
p
q

¶
= 0

ou encore
µ¡i sin(2®) ¡2cos2(®)

2sin2(®) ¡i sin(2®)
¶µ

p
q

¶
= 0 on ¶elimine les 2sin(®) ou cos(®) qui sont en

facteur dans nos ¶equations et il reste
µ¡i sin(®) ¡cos(®)

sin(®) ¡i cos(®)
¶µ

p
q

¶
= 0 : p=cos(®) et q= -

isin(®) convient

Pour avoir U' il su±t de conjuguer : P =
µ

cos(®) cos(®)
¡i sin(®) i sin(®)

¶

d C P c'est C[U U'] soit donc [CU CU'] ou encore [rU r'U']; D = P¡1 C P = P¡1 [rU r'U']
= [r P¡1U r' P¡1U'] et comme [ P¡1U P¡1U'] c'est la matrice unit¶e, on a D qui est la matrice

diagonale
µ
r 0
0 r0

¶
(ici : r = e2i® et r0 = e¡2i®

3 calcul de Cn

a C = P D P¡1

b Cn = P DnP¡1

c X2n = CnX0 = PDnP¡1X0. Si on d¶eveloppe on obtient

µ
v2n
V2n

¶
=
µ

cos(®) cos(®)
¡i sin(®) i sin(®)

¶µ
e2ni® 0
0 e¡2ni®

¶
µ
i sin(®) ¡cos(®)
i sin(®) cos(®)

¶

2i sin(®)cos(®)

µ
0
¡V

¶

(il faut d¶evelopper le dernier produit matrice £ colonne)
On note maintenant c=cos(®) et s=sin(®) , on e®ectue par la droite, avec -V c/d¶enom

qui se factorise :

µ
v2n
V2n

¶
=
¡Vc
2i sc

µ
c c
¡i s i s

¶µ¡e2ni®
e¡2ni®

¶

d'oµu µ
v2n
V2n

¶
=
¡V
2i s

µ
c(¡e2ni ® + e¡2ni ®

i s(e2ni ® + e¡2ni ®)

¶

on incorpore le 2i du d¶enominateur µa la di®¶erences d'exponentielles :

µ
v2n
V2n

¶
=
¡V
s

µ
c(sin(¡2n®))
s(cos(2n®))

¶

on a ¯nalement obtenu
v2n = V sin(2n®)

tan(®)
V2n = ¡Vcos(2n®)

C Calcul de la date de ¯n des chocs

1 le mouvement de M est vers la gauche quand Vk est n¶egatif, il va vers la droite quand Vk
devient positif, pour V2n cela se traduit par cos(2n®) devient n¶egatif, c'est µa dire quand 2n® > ¼=2
soit n > ¼

4®
, on a alors Vmil oµu mil=2n et mil > ¼

2®

2 on n'a plus de choc quand Vk > vk
3 a comme 1 ¡ t4 · 1 on a 1 ¡ t2 · 1

1+t2
· 1 si on int¶egre cela entre 0 et x on obtient

x¡ x3

3
· arctan(x) · x

b il faut trouver le plus petit n tel que ¡Vcos(2n®) > V sin(2n®)
tan(®)

, on sait V > 0 , 2n® > ¼=2,

mais 2n® < ¼ (car le gros objet ne va pas faire un second demi-tour), il s'agit donc de r¶esoudre :
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¡cos(2n®) > sin(2n®)
tan(®)

, soit 0 > cos(2n®)sin(®) + sin(2n®)cos(®) soit sin((2n + 1)®) < 0 qui aura

lieu quand (2n + 1)® va d¶epasser ¼, 2n + 1 > ¼
®
d'oµu 2n + 1 = E(¼

®
) (pourvu que cette partie

entiµere soit impaire). Or ®=arctan( 1
N
), 1

N
¡ 1

3N3
· ® · 1

N
, N · 1

®
· N

1¡ 1

3N2

, ¼N · ¼
®
· ¼N

1¡ 1

3N2

d'oµu

E(¼N) · E(¼
®
) · E( ¼N

1¡ 1

3N2

)

Le nombre de chocs est donc form¶e de la partie entiµere de N¼, comme N est une puissance
de 10 on a ainsi les n(+1) premiers chi®res de l'¶ecriture de ¼

3 31 315 3141 31415 314159 3141593 31415927 .....
Il y a un d¶etail qui vient ab̂³mer (?) ou enjoliver cette jolie th¶eorie : aprµes le dernier choc

entre m et M on constate que parfois, m repart vers la gauche (et il y aura donc un dernier choc
contre le mur) et parfois m continue vers la droite

D Simulation

On donne une valeur µa n, N = 10n;K = N2, on ¶ecrit C en fonction de K, on ¶ecrit la colonne
des vitesses de d¶epart, on ¶ecrit une fonction de calcul (dichotomique!!!) de Cp et on essaye des
valeurs de p jusqu'µa avoir la composante V qui d¶epasse la composante v. Si au choc pr¶ec¶edent on
avait le petit objet qui allait vers la gauche il faut ajouter 1 (un dernier choc sur le mur), sinon
c'¶etait ¯ni au choc pr¶ec¶edent
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le compte de rebonds : impossibilit¶e informatique

Pour n=1, on peut bien sûr faire une simulation, c'est pour n=10 que l'on ne peut plus!
Pour que les 31415926535 rebonds puissent constituer une simulation observable, j'ai d'abord

pens¶e µa la taille des pixels de l'¶ecran, mais il faudrait un observateur : s'il voit 10 chocs/seconde ...
cela fait 100ans d'observations continues ... Zut ce n'est pas vraiment l'impossibilit¶e

J'imagine le mur µa gauche de l'¶ecran, la petite masse µa droite (µa D pixels du côt¶e gauche), M
arrive .... il faudra au moins 1 pixel pour faire voir le plus petit d¶eplacement

On arrive µa calculer les distances au côt¶e gauche des chocs successifs, le tout est exprim¶e
en fonction de µ= arctan(10¡n) on trouve le rapport d2n+2

d2n
des distances au mur de deux chocs

cons¶ecutifs (c'est tan((2n+2)µ)¡3tan(µ)
tan((2n+2)µ)¡tan(µ)

) de lµa un joyeux produit-in¯ni (presque) µa ¶evaluer on peut alors

le transformer en une somme de Riemann d'une int¶egrale (presque) connue
Malheureusement, arriv¶e lµa je faisais 3 erreurs d'indices pour deux que je corrigeais, comme

¯nalement ce problµeme n'est vraiment pas d'une urgence vitale, j'ai abandonn¶e
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le compte de rebonds : impossibilit¶e mat¶erielle

Pour n=0, le test avec deux boules de billard est ¶evident : on calcule ainsi la partie entiµere de
¼

Pour n=1 j'imagine d¶ejµa trµes mal l'exp¶erience : comment se d¶ebarasser de la gravitation? de
la non-perfection des chocs?

Pour n=10 on doit avoir 31415926535 rebonds. Il reste µa avoir des constantes physiques ... et
lµa je ne sais pas bien

² le diamµetre de la petite boule peut-il être minor¶e par 10¡3m? (avec tous les chocs quelle va
avoir il faut qu'elle r¶esiste et puis si elle est vraiment trop petite quand elle aura enmagasin¶e
toute l'¶energie cin¶etique de la grosse elle perforera n'importe quel mur)

² le diamµetre de la grosse boule peut-il être major¶e par 103m?

² peut-on vraiment ne pas tenir compte des corrections relativistes? si on multiplie toutes les
vitesses par un trµes petit facteur, la dur¶ee totale de l'exp¶erience va d¶epasser celle de notre
univers

Je pense que le point faible de tout cela est le côt¶e perforant : imaginez un co®re-fort qui
tombe sur une coccinelle en vol : on imagine super-coccinelle qui fait face aux chocs, mais quand
toute l'¶energie cin¶etique du co®re-fort sera dans la coccinelle bondissante, je pense que même un
super trottoir ne peut r¶esister
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