
Lyc¶ee Claude Fauriel Le th¶eorµeme d'Arrow : corrig¶e

A la preuve d'Arrow

1 Par U, (x,y) ¶etant dans tous les s(v) est dans L(v)

2 Par I, le scrutin s0 est le pire de ceux lors desquels P a pr¶ef¶er¶e y µa x, dans tout autre scrutin l'issue devra être au
moins aussi bonne

3 Puisque P est d¶ecisif pour y contre x, dans L(u) on aura y > x. Comme il y a eu unanimit¶e pour pr¶ef¶erer x µa z,

dans L(u) on aura x > z. L(u) est donc y > x > z. Ce scrutin u a donc plac¶e y devant z alors que tout VnP voulait le
contraire, P est donc d¶ecisif pour y contre z

4 On considµere le scrutin w unanime par blocs : pour les v de P z > y > x, pour les v de VnP x > z > y. Par U dans

L(w) on aura z > y et par d¶ecisivit¶e de P pour y contre x on aura y > x. On a donc ¯nalement z > x selon les opinions de
P et contre les opinions des autres : P est donc d¶ecisif pour z contre x

On considµere maintenant deux quelconques candidats s et t mais fs; tg 6= fx; yg

5 parmi s et t l'un (au moins) est un z 62 fx; yg. d'aprµes la question pr¶ec¶edente, P est d¶ecisif pour z contre x et pour
y contre z. En utilisant de nouveau la question pr¶ec¶edente µa partir de P d¶ecisif pour z contre x on en tire P d¶ecisif pour z
contre fs; tgnz et sym¶etriquement P d¶ecisif pour fs; tgnz contre z

6 Si m n'est ni x ni y, on utilise la question pr¶ec¶edente pour fs; tg = fx;mg pour montrer que P est d¶ecisif pour x

contre m, on la r¶eutilise avec fs; tg = fx; yg par rapport µa la paire fx;mg et on a P d¶ecisif pour x contre y

7 SI D" est non vide
on peut en e®et consid¶erer le scrutin indiqu¶e. Comme D est d¶ecisif, on aura x < y, si on avait z < y nous autions un scrutin

rendant D" d¶ecisif pour y contre z, donc d¶ecisif (par Q1..Q6), on aura donc y < z : d' vient donc d'obtenir x < z contre d"
et e, donc (par Q1..Q6) D' est decisif et par notre hypothµese de cardinal minimum D" est vide

AGAGA D" est donc vide, et v1 est dictateur

B l'informatisation

Les problµemes µa impl¶ementer sont :

² une loi v¶eri¯ant U et I est donn¶ee, trouver d : On organise dichotomiquement des scrutins unanimes pour la moiti¶e des
votants, la moiti¶e de la moiti¶e qui vient de gagner ... aprµes ln(card(V)) op¶eration on a le dictateur

² :



2

² une loi v¶eri¯ant U et :D ¶etant donn¶ee fournir un contre exemple µa I

Je ¯xe ici n=3, il y a donc 6 opinions possibles, un scrutin est une liste de p entiers de 1..6 (codant les opinions).

L'ensemble des scrutins est naturellement ordonn¶e (lexicographiquement), le plus petit ¶el¶ement est le vote unanime 1
(pour dire a < b < c) et le dernier sera le vote unanime 6 (pour dire c < b < a)

Pour un couple (c,c') donn¶e la partie hypothµese de la \rµegle d'ind¶ependance" est une relation de pr¶eordre (R et T), on

veut v¶eri¯er que L est croissante de cet ensemble vers les bool¶eens (en fait on veut v¶eri¯er que L n'est pas croissante et
avoir un contre exemple)

Comme il ne faut surtout pas parcourir l'ensemble des paires de scrutins (pour raison de complexit¶e), on va partir de

tous les scrutins minimaux pour (c,c') : tous les ¶electeurs ont d¶eclar¶e c s(v) c' faux. A partir de chacun de ces points
de d¶epart on va avancer en modi¯ant µa chaque fois unne opinion, l'expression avancer signi¯ant qu'une fois qu'un v a
d¶eclar¶e c s(v) c' vrai il ne revient pas en arriµere

S'il est ¶evident que l'on va bien tout parcourir de cette fa»con (preuve par exemple par r¶ecurrence sur le nombre d'¶electeurs

pr¶ef¶erant c µa c') ce qui est mauvais c'est que l'on n'a pas un arbre mais un GNOAC et qu'un programmation r¶ecursive
naÄ³ve va tout faire exploser. On peut y rem¶edier au moyen d'une ... ¶enorme m¶emoire dans laquelle on enregistrera les

noeuds du graphe d¶eja visit¶es

Il reste µa faire cela pour tous les couples (c,c')

Un moyen de se convaincre que la complexit¶e de cette horreur est bien minimale est de voir comment on fabriquerait des
tests pour cet algorithme : on prend un mode de scrutin \courant" (il faut donc traiter tous les cas d'¶egalit¶e) ... mais on
peut aussi prendre une loi Dictatoriale ... sauf UN cas dans lequel on retourne la pr¶ef¶erence du Dictateur pour une paire

de candidats contigÄus : pour trouver ce cas il faudra bien avoir test¶e tous les scrutins vis µa vis de tous les candidats

Dans l'algorithme pr¶ec¶edent je teste pour les (c,c'), dans ma \minoration" ci-dessus je minore par des tests sur des paires
contigÄues : il y a un n2 qui devient n. Mais si on se limite µa un contexte de type \¶electoral" ce sera p (et p!) et non n qui

sera grand

Je n'ai pas programm¶e (ni r¶edig¶e de preuve de programme pour) ce qui pr¶ecµede, il y a donc la possibilit¶e d'une grossiµere
erreur


